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摘要

HSSVM 是一个用超球 SVM（Hyper-Sphere Support Vector Machines）模型求解多分类

问题的工具包，采用 Java 语言实现。开发该程序的主要目的，是利用超球 SVM 求解模型

代替传统上借助于解二分类问题的经典 SVM模型来求解多分类问题。本文将论述该程序的

主要实现细节，包括相关算法及设计原理的描述。

关键字：多分类问题 超球 SVM SMO 算法 核矩阵 Cache

1.1.1.1. 概述

为方便使用及理解 HSSVM工具包，本文将论述该工具包的主要设计原理及相关实现细

节，包括超球 SVM 原理简述、程序总体算法描述、求解超球二次规划问题的 SMO 算法及

核矩阵的存储机制等。具体使用本工具，请参阅工具包内 README-zh.txt文件。

本文具体章节安排如下：第 2 节，将简要介绍超球 SVM相关原理及理论导出，程序的

总体算法描述；第 3 节，将论述超球二次规划问题的求解过程，包括超球 SMO 算法、超球

KKT条件、工作集选择（WSS）算法；第 4 节，描述程序中核矩阵的两种存储方式――UTM

（上三角矩阵）和 LRU（最近最少使用）Cache；第 5节，将附上超球 SMO 算法、KKT条

件及WSS 算法等的详细导出过程。

2.2.2.2. 问题总述

2.12.12.12.1 超球 SVMSVMSVMSVM 原理

对于 k＞2的分类问题，数学描述为：给定 k个 n维空间的集合 mA ，m=1，…，k，每个

集合包含
ml 个样本点

m
iχ ，i=1，…，

ml ，对每个集合寻找一个超球( ma , mR )， ma 为球心，

mR 为半径平方并使其尽量小，使得该最小超球尽可能包含所有的同类样本点
m
iχ 。考虑到

存在一些孤立点（离球心较远的心），应允许这些点落在超球面外，寻求最小超球过程可演

化为原始的优化问题：
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式（2.1）中
m
iξ 为松弛变量，

mC 为惩罚系数，控制对错分样本的惩罚程度，实现在超

球大小和错分样本数量之间的折衷。此问题属于解二次规划问题，利用 Lagrange 优化方法

求解。构造 Lagrange 函数如下：
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iβ ≥0 为 Lagrange 乘子，对 Lagrange 函数求偏导并令其为零，整理得
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这样，原始问题转化为简单的对偶问题
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对于非线性情况，通过引入核函数：

)()(),( j j
T

iiK χφχφχχ = (2.3)

将样本数据空间映射到高维特征空间进行超球描述，由此解决了通常情况下即使排除孤立点

后，数据依然不呈球状分布，而造成构造最小超球的困难。

为简化描述及求解，以下将只针对某一类别的超球进行讨论，则（2.2）式亦可转化为

如下表示：
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对每个类别都求解（2.4）所示的二次规划问题，即产生 m个最小超球，每个超球代表

一类样本，最后得到关于 Lagrange 乘子向量α 的全局最优解。最优解向量α 中各分量通常

大部分为零或趋于零，少数大于零的 iα 所对应的样本即为支持向量，位于最小超球的球面

上，决定了超球的大小与位置。球心可表示为：
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超球半径平方 R可通过任意一个支持向量 χ 与球心的距离来确定：
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对于待测样本 z，计算其到球心 a距离的平方如下:
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因此，根据计算出的
2D 与 R的比较，即可确定待测样本 z 所属的类别。

2.22.22.22.2 算法总述

超球 SVM 求解主体算法过程描述如下：

算法 1111（HSSVMHSSVMHSSVMHSSVM训练预测过程）

1. 读取训练样本数据，并分类；

2. 对第m 类训练样本m=1 to k do {

利用 SMO 算法解二次规划问题，得到解向量α (Lagrange 乘子向量)；

由α 计算出 R（超球半径平方），得到球模型；

将各球模型写入文件；

} // 结束循环

3. 从文件读取球模型；

4. 读取测试样本数据；

5. 对第 i个待测试样本 i=1 to n do {

对第 j个球模型 j=1 to m do {

计算样本 i到球 j的距离平方
2

, jiD ；

若
2

, jiD － jR <=0 则 i落入球内，否则为落入球外；

}//结束 j循环

统计样本 i所落入的超球数量 N；

若N＝1，则 i归入所落入的唯一球；

若N ≠ 1，则 i归入 jj
2

, /)(minarg RRD ji − 所确定的球；

}//结束 i循环

6.结束



本节主要理论来源请见[6][7].

3333 解二次规划（QPQPQPQP）问题

解二次规划为本程序的核心问题，（2.4）的形式及约束条件与经典 SVM 略有不同，转

化为矩阵形式为：

αααα
α

TT kHL −=)(min （3.1）
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其中 lljiKH ×≡ )),(( χχ ， )()(),( i
T

iiiK χφχφχχ = 为核函数，简记 ),( jiK χχ 为 ijk ，

T
l ),...,( ,2,1 αααα = 为Lagrange乘子向量，

Te )1,...,1,1(= 为单位向量，
T

llkkkk ),...,,( 2211= 。

本程序中采用了 SMO 算法（Sequential Minimal Optimization）[3]求解（3.1）。

SMO 算法基于Osuna 等提出的分解迭代算法[5]（Decomposition method）思想,在解

QP问题时，每次仅选取两个 Lagrange 乘子进行迭代，这样可用解析的方式求解每个最小规

模的优化问题。循环地对其他 Lagrange 乘子进行同样的最小优化，直到符合KKT 条件，即

得目标函数最优可行解。

3.13.13.13.1 停机准则（StoppingStoppingStoppingStopping CriteriaCriteriaCriteriaCriteria）

KKT条件（ Karush-Kuhn-Tucker）作为常用的停机准则，是最优可行解的充分必要条

件。若α 是（3.1）的最优解，当且仅当存在一个 b值及两个非负向量 υµ, 满足如下条件：

µυα −=+− bekH2 （3.2）

0)( =−CeT αµ ， 0=αυT
， 0≥υ ， 0≥µ

定义
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上述（3.2）亦可表述为：

iu +b ≥ 0 若 Ci <α （3.4a）

iu +b ≤ 0 若 >iα 0 （3.4b）

定义集合：
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若α 是（3.1）的最优可行解，当且仅当：
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α ，考虑精度 ε ，则有如下停机条件：
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而当违反KKT 条件时应有：
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以上详细导出过程详见附录。

3.23.23.23.2 SMOSMOSMOSMO算法

因（3.1）式形式上与用 SMO 算法解经典 SVM 有相似之处，程序中QP 问题的求解方

法参阅了[1]中相关成果。

算法 2222（SMOSMOSMOSMO算法----------------解超球QPQPQPQP问题）

1. 给定精度ε ，令 k = 1, 1α ＝{1,0,...,0}

2. 如果
kα 在精度 ε 内满足停机准则(3.7) ，则停止；

否则, 由 WSS 算法选择 B={i, j}. 定义 N={1,..., ι }\B， k
Bα 和 k

Nα 为
kα 的

子集，分别对应于集合 B和 N。

3. 当 d= iik + jjk -2 ijk > 0时, 求解以下 QP子问题，得到 Bα = ( )Tji αα ：
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4. 将
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Bα 设定为最优解, 且
1+k

Nα = k
Nα , k←k+1, 转第 2步

注：1) 1α 初始值选择：根据（3.1）式中约束条件，Lagrange 乘子中各分量之和应为 1；

2) 条件 d= iik + jjk -2 ijk > 0是必需的，否则程序异常。根据相关理论，如果核矩阵 H

为正定或半正定的，则对任何 i≠ j, iik + jjk -2 ijk > 0。程序中，求解过程只处理凸二

次规划问题，选用 RBF 核函数。



3) (3.9)详细导出见附录

选定工作集 B={i, j}后，由（3.9）可开始迭代求解 iα ,,,, jα ，求解算法如下：

算法 3333（迭代求解 iα , jα ）

1．由d = jjijii kkk +− 2 ，
*
iu 及

*
ju ，解析求解（3.9）得：
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3. 求得 ijij αααα −+= ∗∗

注： iα + jα =
∗
iα +

∗
jα ＝常数，

∗
iα ，

∗
jα 为上一次迭代结束后所得值。

算法 4444（更新 iu ,,,, ju ）

iiiiijjjii kkuu )(2)(2 *** αααα −+−+= (3.11a)

ijiijjjjjj kkuu )(2)(2 *** αααα −+−+= (3.11b）

其中
*
iu 及

*
ju 为上一次迭代结束后所得结果。

以上详细导出过程详见附录。

3.33.33.33.3 WSSWSSWSSWSS算法

超球工作集 B的选择有如下算法：

算法 5555（超球QPQPQPQP问题 WSSWSSWSSWSS算法）

1. 对所有 t，s，定义如下：

tsa = sststt kkk +− 2 > 0, tsb = st uu +− > 0



2. },{ jiB = ，选择如下:
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导出详见附录。

4444 核矩阵存储

由于采用了 SMO 算法，迭代过程中可免去存储核矩阵而耗费大量存储空间。然后，这

样也使得迭代过程每次用到 ),( jiK χχ 时都得重新再计算，耗费不必要的时间，且由于工作

集的选择呈现出明显的 LRU（最近最少使用）特性，即如果此次选中了 i, j，则以后的几

次工作集选择中 i, j仍然可能会被再次选中。因而，在程序中我们选择了两种方式来部分

或全部地存储核矩阵，以加快计算。

4.14.14.14.1 UTMUTMUTMUTM（UUUUpperpperpperpperTTTTriangularriangularriangularriangular MMMMatrixatrixatrixatrix）方式

利用核矩阵H 的对称特性我们可以利用 UTM（上三角矩阵）进行压缩存储，即只存储

核矩阵对角线及其以上的数据（或者亦可用下三角阵矩阵存储）。上三角矩阵可以用一维数

组进行存储，若设某类样本量为 n，则该一维数组长度为：

)]1(5.0[ += nnl （4.1）

若已知两样本 i, j，则由以下公式即可在一维数组中定位所需 ),( jiK χχ 值：

])12(5.0[),( jiinjiT +−−= （4.2）

考虑具体程序设计语言细节，则存储核矩阵所需内存为：

UTM内存 =
610

)1(4 +nn MB (n为某类样本量) （4.3）

UTM存储时，由于核矩阵的规模仍然是以样本量的平方增长，所以当某类样本数据量

很大时（如某类样本量为 2000 时，需内存约 16M，而当样本量达到 4000 时，所需内存空

间约 64M），所需的存储空间会快速增长。因而，我们在程序中限定了 UTM所能使用内存

大小（目前程序暂设定为 24M，约允许某类拥有 2450个样本）。程序执行时预先计算构建



UTM所需的内存量，若 UTM所需内存超过预设值，则使用 LRU Cache 来存储核矩阵的部

分数据，此时可通过调整 Cache 因子，以达到内存空间耗费较少的目的。

4.24.24.24.2 LRULRULRULRU CacheCacheCacheCache方式

由于采用了算法 5，程序的实际运行中工作集 i, j的选择呈现 LRU特性，因而程序中

使用了具有 LRU 特性的 Cache结构，如下图所示：

上图 1中从左至右展示了 Cache的状态变化情况。如图所示，Cache容量为 4行，采用 FIFO

（先进先出）队列存储。程序初始时预先计算出核矩阵的 2行存入 Cache中；后续计算中，

若找不到所需的核矩阵数据行，则计算所需的核矩阵行，使用并存入 Cache，直至 Cache 被

填满；若某次计算所需的核矩阵行在 Cache 中被找到，则访问，并将被访问的数据行置于队

列顶部，以表示最近刚被使用过；若后续又有新的数据行加入，则处于队列尾部的数据行将

被移除，以表示最近最少使用。

程序中设定了一个 factor因子，表示 Cache 中存储的核矩阵的多少行数据，该因子

也决定了 Cache的大小。理论上，0<factor≤ 1，如当 factor=0.05，某类样本量 n=4000

时 ， 核 矩 阵 H 规 模 为 4000 × 4000 个 数 据 ， Cache 中 存 储 H 的 行 数 为

rows=n*factor=200，此时 Cache 所需内存可用以下公式进行计算：

Cache内存 = 6

2

10
*8 factorn

MB (n 为某类样本量) （4.4）

因而，通过调整 factor值，理论上我们可以处理极大数目的样本量。当然，factor越小，

Cache 存储核矩阵行数越少，则命中率越低，每次迭代中程序需要进行核函数的计算次数

增加，求解过程越慢，因而需要根据具体情况选择合适的 factor值。

当样本量较小时，程序会优先构建 UTM，这样能大大提升计算速度。只有当某类样本

量超过UTM允许使用的内存值，程序才会考虑构建 LRU Cache，以取得内存耗费及计算性

能的平衡。

5555 附录

5.15.15.15.1 超球 QPQPQPQP问题 KKTKKTKKTKKT 条件导出



根据（3.1），定义其 Lagrange 目标函数如下：

)()1(),,,( CeebkHbL TTTTT −+−−+−= αµαυααααυµα (5.1)

其中 υµ, b均为 Lagrange 乘子， υµ, 为向量，且 0≥υ ， 0≥µ ，。对（5.1）各变量求偏导，

有：

02)( =+−+−=∇ µυαα bekHL ⇔ µυα −=+− bekH2

0)( ≤−=∇ CeL αµ ⇒ 0)( =−CeT αµ ， 0≥µ

0)( ≥−=∇ αυL ⇒ 0=αυT
， 0≥υ

所以，（3.1）KKT 条件可表述如下：

CeeT ≤≤= αα 0,1 (5.2a)

µυα −=+− bekH2 (5.2b)

0)( =−CeT αµ (5.2c)

0=αυT (5.2d)

0,0 ≥≥ υµ (5.2e)

定义 iu = iL )(α∇ = ikH )2( −α ，则有 ii

l

j
ijji kku −= ∑

=1

2 α

当 iα ＝0时，由(5.2c)，知此时 0=µ ，且 0≥υ ，代入(5.2b)则有：

02 ≥+− bekHα ，即 iu +b ≥ 0 (5.3a)

当 Ci =α 时，由(5.2d)，知此时 0=υ ，且 0≥µ ，则有：

bekH +−α2 ≤ 0，即 iu +b ≤ 0 (5.3b)

当 0 Ci << α 时，由(5.2c)，(5.2d)，知此时 0=µ ， 0=υ ，所以有：

bekH +−α2 = 0 ⇒ ∑
=

−=
l

j
ijjii kkb

1

2 α ＝－ iu (5.3c)

为避免每次迭代b值的计算及 iα 不同取值情况下判断的复杂性，考虑简化KKT 条件。定义

集合：



}|{)( CtI iup <= αα ， }0|{)( >= ilow tI αα （5.4a）

且同时定义：

}0|{0 == itI α ， }0|{1 CtI i <<= α ， }|{2 CtI i == α （5.4b）

则

)(αupI = 0I ∪ 1I ， )(αlowI = 1I ∪ 2I （5.4c）

)(αupI 与 )(αlowI 共同交集为 1I

则可合并（5.3a）（5.3b）（5.3c）三种情况，KKT 条件改为如下表述方式：

iu +b ≥ 0 )(αupIi∈ （5.5a）

iu +b ≤ 0 )(αlowIi∈ （5.5b）

（5.5a）两边变号与（5.5b）相加，消去 b值，即产生如下 KKT 条件的简单表述：
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或：

lowup Ii
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−≤− （5.7）

考虑精度 ε ，使
upIi
iu

∈
最小值大于等于

lowIi
iu

∈

最大值，即为所要的结果（3.7）

5.25.25.25.2超球 SMOSMOSMOSMO求解过程

5.2.15.2.15.2.15.2.1 超球 QPQPQPQP子问题导出::::

设α = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

N

B

α
α

，H= ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

NNNB

BNBB

HH
HH

， k = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

N

B

k
k

，因H 是对称的，所以 BNH = T
NBH ，根据分

解算法（3.1）可改写为：

)(min αL = ( )T
N

T
B αα ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

NNNB

BNBB

HH
HH

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

N

B

α
α

- ( )TNT
B kk ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

N

B

α
α

= N
T

NNNN
T

NB
T

BNBN
T
BBBB

T
B kHkHH αααααααα −+−+ 2 （5.8）

..ts 1=+ N
T

NB
T

B ee αα ， Ce≤≤ α0

因为在迭代过程中，需要调整的是 Bα ，而 Nα 是固定不变的，所以 N
T

NNNN
T

N kH ααα − 为

常数*，则问题（5.8）等价于：

)(min BL α = B
T

BNBN
T
BBBB

T
B kHH ααααα −+ 2 （5.9）



..ts B
T

B eα =常数， CeB ≤≤α0

在 SMO 算法中，若设 B={i, j}，则 Bα = ( )Tji αα ， Bk = ( )Tjjii kk ， BBH = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

jjij

ijii

kk
kk

，

代入（5.9）即可得到（3.9）所示子问题。

****：在 SMO 算法的某一次迭代过程中，因为只选取两个乘子 iα ， jα 进行调整，由于等式约

束( iα + jα =常数)的限制，这样调整 iα 必然引起 jα 的变化，而其他所有的 Nα 是固定不变

的，因而 N
T

NNNN
T

N kH ααα − 可视为常数。

5.2.25.2.25.2.25.2.2 解析解的导出

为推导过程中表述简单起见，且不失一般性，设 Bα = ( )T21 αα ， Bk = ( )Tkk 2211 ，

BBH = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

2221

1211

kk
kk

， BNH = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

n

n

kkk
kkk

22423

11413

…
…

， Nα = ( )Tnααα …43 ，则问题(5.9)

最终可化为如下形式：

),( 21 ααL = 2
111αk +2 2112 ααk + 2

222αk + 11αv + 22αv （5.10）

..ts 1α + 2α = h =常数， C≤≤ 21 ,0 αα

其中

1v =2∑
=

n

i
ii k

3
1

*α - 11k = *
212

*
111

*
1 22 αα kku −− （5.11）

2v =2∑
=

n

i
ii k

3
2

*α - 22k = *
222

*
112

*
2 22 αα kku −−

以上带*的变元均为上一次迭代结束时的值。以 h- 2α 替换 1α ，则（5.10）变为如下一元形

式：

)( 2αL =( 221211 2 kkk +− ) 2
2α + 111

2
2121112 )22( hvkhvvhkhk ++−+− α （5.12）

求目标函数的极值点，则有：

)( 2αL∇ = )2(2 221211 kkk +− 2α + 121112 22 vvhkhk −+− =0 （5.13）

因预设条件 2α 二阶导数d = 221211 2 kkk +− >0，所以：

2α =
d
kkh )( 1211 − +

d
vv

2
21 − （5.14）



将（5.11）及
*
1α +

*
2α = h代入(5.14)，化简即得：

d
uu

2

*
2

*
1

22
−

+= ∗αα （5.15）

5.2.35.2.35.2.35.2.3 推导可行域：

由 1α = h- 2α ,且 0≤ 1α , 2α ≤ C，所以有：

0≤ h - 2α ≤ C ⇔ h-C ≤ 2α ≤ h ⇔ 1α + 2α -C ≤ 2α ≤ 1α + 2α

由此定义 2α 下界为 ),0max( 21 C−+αα ，上界为 ),min( 21 Cαα + ，得可行域（3.10b）。

将 2α 在该可行域内进行修正，即可得到（3.10c）。最后可根据 1α + 2α = h求得 1α

5.2.45.2.45.2.45.2.4 推导 iu ,,,, ju 迭代公式：

设某次迭代中已选取工作集为 B={i, j}，以下所有加*的变量均为上一次迭代结束时值。

现将（3.3）式展开可得：

iu = iiillijjiiiii kkkkkk −+++++++ )(2 2211 ααααα ………

= 2222 iiikα +2222 ijjkα + ∑
≠

l

jit
itt k

,

*2 α - iik （5.16）

又因为

*
iu = ii

l

t
itt kk −∑

=1

*2 α = 2222 iii k
*α +2222 ijj k

*α + ∑
≠

l

jit
itt k

,

*2 α - iik ，

则有

∑
≠

l

jit
itt k

,

*2 α - iik = *
iu - 2222 iii k

*α -2222 ijj k
*α （5.17）

将（5.17）代入（5.16），所以有

iu =2222 iiikα +2222 ijjkα + *
iu - 2222 iii k

*α -2222 ijj k
*α

整理后即可得到(3.11)，同理 ju 也可类似求出。

5.35.35.35.3 WSSWSSWSSWSS算法导出

引：已知某函数 )(xf ，由泰勒公式有：

)()( xfdxf −+ = …… +++++ nn dxf
n

dxfdxfdxf )(
!
1

)(
!3
1

)(
!2
1

)( )(3'''2'''
（5.18）

其中d 为 )(xf 在 x点的变化量，若d 足够小，则上式可表示为：



)()( xfdxf −+ ≈ 2''' )(
!2
1)( dxfdxf + （5.19）

工作集选择即是要在每次迭代时找到最合适的违反对（Violating pair）。合适的工作集，

能使目标函数(3.1)收敛更快，以便在较少的迭代次数得到所需的解向量。程序中采用第二序

信息（Second Order Information）方法选择工作集（相关理论请参阅[2]）。具体推导过程如

下:

违反对（ViolatingViolatingViolatingViolating PPPPairairairair）：如果 i∈ )(αupI ，j ∈ )(αlowI ，并有 ji uu < ，那么{i,

j} 即为一个违反对。

定理 1111（HushHushHushHush andandandand Scovel,2003Scovel,2003Scovel,2003Scovel,2003）：

如果核矩阵 H（如前所述）是半正定的，当且仅当所选工作集 B={i, j}是一个违反对

时，（3.1）所示目标函数值严格递减（如 )()( 1 kk LL αα <+ ,∀k）。

因而，由（3.1）及（5.19），有：

)()( kk LdL αα −+ = dLddL kTTk )(
2
1)( 2 αα ∇+∇ (5.20)

其中 d为第 k+1次迭代时乘子向量
1+kα 相对于

kα 的变化量， d = ),( NB dd 。根据 5.2节所

讨论的结果，由（5.20）可得到下式：

)()( kk LdL αα −+ = BBB
kT

BB
T
B

k dLddL )(
2
1)( 2 αα ∇+∇ （5.21）

如前所述， Bd = T
ji dd ),( ，

T
jiBB

k uuuL ),()( ==∇ α ， BBBB
k HL 2)(2 =∇ α ，并根据定

理 1，我们得到如下目标函数：

)(BSub =
Bd

min ))()(
2
1( 2

B
T

B
k

BBB
kT

B dLdLd αα ∇+∇ （5.22）

=
Bd

min )( B
T
BBBB

T
B dudHd + （5.23）

..ts B
T
B de =0 ; （5.24）

若 0=k
tα ， 0≥td ， Bt∈ ; 若 Ck

t =α ， 0≤td ， Bt∈ .

注：关于（5.23）的导出： dK +α 作为选取了工作集 B={i, j}后 Kα 的调整后的值，若

设d = ),( NB dd ，显然 0=Nd ，则 NN de T = 0。根据约束条件 1)(T =+ de Kα ， 1T =Ke α ，

从而有 0T =de ，即 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

N

BT
N

T
B d

d
ee ),( =0⇔ BB de T + NN de T = 0⇒ BB de T = 0

将（5.23）展开则有：



)(BSub =
Bd

min ( 2
iiidk +2 jiij ddk + 2

jjjdk + iidu + jjdu ) (5.25)

由 B
T
B de =0，则有 id =- jd ，代入（5.25），即得到：

)(BSub =
Bd

min [( iik -2 ijk + jjk )
2
jd +( ji uu +− ) jd ] (5.26)

因 B={i, j}是一个违反对，即有 ji uu +− >0，且 iik + jjk -2 ijk >0，所以定义：

ija = iik + jjk -2 ijk >0, ijb = ji uu +− > 0 (5.27)

(5.26)中对 jd 求导并令导数为 0，则有目标函数最小值为：

)(BSub =
ij

ij

a
b
4

2

− < 0 (5.28)

且该最小值点在：

jd =
ij

ij

a
b
2

− (5.29)

当由 WSS算法具体求工作集 B中的 j时，可对(5.28)进行缩放，即用
ij

ij

a
b 2

− 取代(5.28)作为

目标函数最小值，由此便得到（3.12）所示结果。
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